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1. Опис проблема који се решава техничким решењем 

Техничко  решење,  софтвер  ПАК‐ФМ,  припада  области  научно‐техничких  услуга, 
пројектовање  и  развој  компјутерског  софтвера.  Софтвер  се  односи  на  дефинисање 
основних параметара механике лома попут:  Ј‐интеграла и фактора интензитета напона 
који се користе као основни параметри у процени интегритета конструкција у којима је 
уочена  иницијална  прслина.  Одређивање  основних  параметара  механике  лома  је 
засновано  на  постпроцесирању  деформационог  и  напонског  поља  у  околини  прслине, 
који  су  добијени  применом  методе  коначних  елемената  (МКЕ)  за  конкретну 
конструкцију.  

Већина  постројења  која  се  користе  у  транспортној  индустрији,  електропривреди, 
процесној  индустрији  су  изложени  променљивом  оптерећењу  и  раду  на  високим 
температурама.  Корисници  ових  постројења  су  заинтересовани  за  што  је  могуће 
прецизнијом дефиницијом интегритета конструкције како би постројење експлоатисали 
на еконосмски најприхватљивији начин.  

 
2. Стање решености проблема у свету – приказ и анализа постојећих решења 
 
Развијени софтвер  је на нивоу познатих  светских  софтвера  (PATRAN, NASTRAN, ANSYS). 
Код већине комерцијалних софтвера прорачунска механика лома се заснива на употреби 
контурног  Ј‐интеграла.  Примена  Ј‐интеграла  је  опште  прихваћена  прорачунска 
методологија у процени интегритета конструкција. Међутим, при прорачуну параметара 
механике  лома  код  сложених  3Д  конструкција,  интеграљење  по  контури  може  да  буде 
врло компликована процедура за кориснике софтвера и може довести до грешака. Стога 
је превођење контурног интеграла у површински за 2Д, тј., запремински интеграл за 3Д 
проблеме посебно битна процедура са прорачунске тачке гледишта.   

При  развоју  софтвера  ПАК‐ФМ  уместо  контурног  Ј‐интеграла,  који  је  имплементиран  у 
већини  комерцијалних  софтвера,  коришћен  је  Ј‐ЕДИ  интеграл,  као  нова  теоријско‐
нумеричка  методологија,  којом  се  олакшава  и  убрзава  процедура  припреме  модела  за 
прорачун параметара механике лома, тј., фактора интензитета напона. Применом  Ј‐ЕДИ 
методе  избегавају  се  потенцијалне  грешке  које  корисник  софтвера  може  да  направи  у 
припреми података за прорачун око 3Д прслине.  

 
3. Суштина техничког решења 
 
Фактор  интензитета  напона  (ФИН)  је  неопходна  физичка  величина  при  процени 
интегритета  конструкције,  у  којој  је  уочено  постојање  прслине.  Фактори  интензитета 
напона  се  за  једноставне  конфигурације  прслине,  као  и  за  једноставна  напонска  стања 
могу  одредити  аналитичким методама механике  лома. Међутим,  примена  аналитичких 
решења  при  сложеним  геометријским  конфигурацијама  прслине  као  и  при  сложеним 
напонским стањима може довести до грешака у процени вредности фактора интензитета 
напона. Из  тог  разлога  је  примена методе  коначних  елемената  (МКЕ)  у механици лома 
неминовна.  

На  основу  савремених  научних  сазнања  из  области  прорачуна  конструкција,  механике 
лома  и  замора  материјала  развијен  је  домаћи  софтвер  за  дефинисање  основних 
параметара  механике  лома  на  основу  којих  се  врши  прорачун  преосталог  радног  века 
конструкције.  Под  основним  параметрима  механике  лома  подразумевамо  факторе 
интензитета  напона  за  модове  I  и  II  у  2Д  и  I,  II  и  III  у  3Д  проблемима.  У  софтвер  су 
имплементиране најсавременије нумеричке методе (QP елементи, Ј‐ЕДИ метода и др.) за 
решавање проблема механике лома реалних конструкција.  



Развијени  софтвер  је  једноставан  за  употребу  и  подржан  комплетном  пратећом 
документацијом, одржавањем и обуком, са могућношћу брзе доградње модула по захтеву 
корисника.  Посебно  је  значајно  то што  развијени  софтвер  у  изворном  коду  може  бити 
доступан заинтересованим истраживачима како у нашој земљи тако и у иностранству за 
потребе даљих истраживања.  
 

4.  Детаљан  опис  техничког  решења  (укључујући  и  пратеће  илустрације  и 

техничке цртеже) 

 
Развоју софтвера претходила  је детаљна теоријска анализа заснована на примени Ј‐ЕДИ 
методе. Као што је предходно наглашено контурни Ј‐интеграл:  

( ),0
lim
S

S

k kj ij i k jJ W u n dδ σ
Γ →

Γ

= − Γ∫ , , , 1,2i j k = ,                                                                                       (1) 

није  најбоља  форма  за  нумеричке  прорачуне  методом  коначних  елемената.  Из  тог 
разлога  се  контурни  интеграл  (1)  преводи  у  интеграл  са  еквивалентним  доменом 
интеграције.  Метод  еквивалетног  домена  интеграљења  (Equivalent  Domain  Integral 
method EDI) је алтернативни начин за нумерички развој Ј‐интеграла и као такав нашао је 
широку  примену  што  сведочи  читав  низ  различитих  истраживача  који  су  развијали  Ј 
интеграл ЕДИ методом: Gosz  [1], Lin  [2], Dolbow [3], Enderlein  [4]. Контурни интеграл се 
замењује интегралом са коначним димензијама интеграљења. Једна од предности у ЕДИ 
приступу  у  односу  на  контурну  интеграцију  је  могућност  лаког  укључивања 
запреминских сила у Ј‐интеграл.  
 

 
Слика 1. Превођење контурног у интеграл еквивалентног домена интеграције 

 
Стандардни  контурни  интеграл  дат  релациом  (1)  увођењем  тежинске  функције 

( )q x = ( )1 2,q x x   и  применом  дивергентне  теореме  може  бити  преформулисан  у  следећи 
израз: 

( ) ( ), , , ,k ij i k kj j ij i k kjA A j
J u W q dA u W qdAσ δ σ δ= − + −∫ ∫                                                                                     (2) 

где је са  A  означена површ ограничена контуром  0Γ  (слика 1).  

У 3Д случају Ј‐ЕДИ се конвертује у запремински интеграл: 
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V
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δ σ= − −∫                                                                                                            (3)  

где  је  (2 / 3)f = Δ ,  са  Δ   је  означена  дебљина  3Д  елемента  у  правцу  фронта  прслине 
(видети слику 2). 
 

 
Слика 2. Еквивалентни домен интеграције у 3Д случају и расподела тежинске функције q 

по 3Д елементу 
 
У  3Д  проблемима  контурни  интеграл  постао  би  површински  при  чему  површина 
окружује неки део фронта прслине (нпр., површина цилиндра на слици 2), у том случају 
селекција  површина  би  била много  тежа  него  селекција  контура  у  2Д  простору. Из  тог 
разлога  конверзија  површинског  у  запремински  интеграл,  релација  (3),  је  од  посебног 
значаја за решавање 3Д‐проблема. Конвертовани интеграл тј., запремински интеграл (3) 
се  развија  преко  скупа  елемената,  док    крути  регион  (запремина  цилиндра  на  слици 
2)обавезно мора да садржи део фронта прслине.  

Ј‐ЕДИ  метода  је  заснована  на  теорији  виртуалне  екстензије  прслине,  а  концепт 
виртуалног померања чворова  је  дефинисан преко вредности  тежинске функције  ( )q x , 
која се још назива и функција премештања. Домен интеграције, домен А (слика 1) за 2Д 
проблеме  тј.,  домен  V  (слика  2)  за  3Д  проблеме,    претставља  скуп  чворова  који  се 
померају круто.  
 
Код изопараметарске формулације коначних елемената дистрибуција тежинске функције 

( )q x  унутар елемента може бити одређена применом стандардне интерполационе шеме : 

1

( )
P

i i
i

q N Q
=

=∑x                                                                                                                                                        (4) 

где  је:  iN   интерполациона  функција;  iQ   вредност  тежинске  функције  у  чворовима 
елемента; P је број чворова по елементу. 

Дискретизовани облик Ј‐ЕДИ интеграла у 2Д простору може се написати у облику:  

1
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док се за 3Д проблеме дискретизована форма једначине (3) може написати у облику: 
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Изрази унутар заграда  [ ]p⋅  у релацијама (5) и (6) се дефинишу за Гаусове интеграционе 

тачке са тежинским фактором  pw . Горње формулације су дате за структуре направљење 
од хомогених материјала без постојања запреминских сила. 
 
Након  нумеричког  одређивања  Ј‐интеграла  (релацијама  5  или  6)  у  фази 
постпроцеисарања приступа се одређивању фактора интензитета напона. Веза између  1J  
и  2J , које претстављају меру ширења прслине нормално и паралелно на   лице прслине, 
као и фактора интензитета напона  је у облику:   
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где је: 
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за равно стање деформације
 

Из горњјих релација се долази до фактора интензитета напона, као основних параметара 
у процени интегритета конструкције са уоченом прслином.  

ЕДИ  метода  је  врло  практична  за  примену,  јер  конвертује  контурни  интеграл  у 
површински,  код  2Д  проблема,  односно  у  запремински  интеграл  код  3Д  проблема.  Ова 
метода има изузетан значај у анализи 3Д прслина,  јер се њеном применом превазилазе 
велики  проблеми  постављања  просторне  контуре  интеграције,  односно  избора 
одговарајућих  интеграционих  тачака  у  простору.  Такође,  ЕДИ  метода  у  спрези  са  ЛС 
(Level Set) ‐ методама омогућава велику аутоматизацију рачунања Ј‐интеграла. Односно, 
за прорачун Ј‐интеграла применом ЕДИ методе кориснику, који употребљава ПАК‐ФМ, је 
довољно  да  унесе  чвор  који  дефинише  врх  прслине  и  чвор  који  дефинише  почетак 
прслине  за  2Д  проблеме,  док  у  3Д‐случају  неопходно  је  да  унесе  и  чвор  којим  се 
дефинише  дубина  прслине.  На  основу  наших  сазнања  комерцијални  софтвер  COSMOS 
користи  контурни  Ј‐интеграл,  док  комерцијални  софтвер  MSC  MARC  прорачун  Ј‐
интеграла заснива на ЕДИ методи. У оквиру софтвера ПАК‐ФМ развијен је препроцесор за 
једноставно дефинисање 2Д и 3Д прслине у постојећој мрежи коначних елемената.    

На  слици  3.  приказана  је  шема  алгоритма  који  је  развијен,  применом  LS  (Level  Set) 
функција, у оквиру софтвера ПАК‐ФМ за аутоматизацију селекције региона интеграњеља 
у оквиру Ј‐ЕДИ методе. 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Слика 3. Алгоритам за аутоматско селектовање чворова у крути регион за  Ј‐ЕДИ 
интеграцију 

У току развоја софтвера ПАК‐ФМ обрађен је велики број теоријских примера из механике 
лома,  са циљем да  се  верификују нумерички резултати добијени  софтверским пакетом. 
Исти тест примери су решени са софтвером ПАК‐ФМ као и са комерцијалним софтверима 
(COSMOS, MARC,  NASTRAN).  Упоређени  резултати  се  добро  слажу.  Упутство  за  примену 
софтвера ПАК‐ФМ урађено је по узору на упутства светски признатих софтвера као што 
su  FEMAP, NASTRAN, PATRAN, COSMOS, ANSYS, ADINA. 

 У табели 1  су приказани упоредни резултати фактора интезитета напона ЦТ епрувете, 
(слике 4 и 5), добијени програмом ПАК‐ФМ  и MSC NASTRAN.  
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Слика 4. ЦТ епрувета 

 
Слика 5. Поље ефективног напона код ЦT епрувете –половина модела   

Табела 1. Фактор интензитета напона код ЦТ епрувете ‐ упоредни резултати 
(аналитички, KI1 =24.899 710× MPa mm ) 

 KI [ 710× MPa mm ] Грешка 
[%] 

MSC NASTRAN 20.2804 16 
PAK-FM&F 23.5683 2.4 

 
Након  верификације  софтвера  на  тест  примерима  који  су  једноставни  али  у  пракси 
неопходни  за  верификацију  софтвера,  софтвера  је  тестиран  на  сложеним  реалним 
конструкцијама термо‐блокова ЕПС‐а.  



 
Слика 6. Анализа прслине у кућишту турбине ‐ поље ефективног напона 
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Слика 6. Зависност фактора интезитета напона КИ од дубине пукотине (дужина пукотине 

90мм) 
Од  реалних  конструкција,  урађена  је  2Д  и  3Д  анализа  утицаја  величине  прслина  на 
факторе интезитета напона за кућиште турбине 4 ТЕ Колубара. На основу тeрмо‐eласто‐
пластичне  анализе  кућишта  турбине  и  добијених  вредности  фактора  интензитета  
напона  при  различитим  дужинама  и  дубинама  иницијалне  прслине  (слика  7  и  8) 
извршена је процeна њeног интегритета.  

Dubina prsline [mm] 
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Слика 8. Зависност фактора интезитета напона КI од дубине пукотине за различите 

дужине 
У свим прорачунима чврстоће вредности напона и деформација добијене софтвером ПАК‐
ФМ се веома добро слажу са решењима других комерцијалних софтвера. Треба нагласити 
да  се  и  параметри  механике  лома  (овде  се  пре  свега  мисли  на  факторе  интензитета 
напона)  добијени  применом  софтвера  ПАК‐ФМ  изузетно  добро  слажу  са  резултатима 
добијеним другим комерцијалним софтверима. 
Развијени  софтвер  је  инсталиран  у  термоелектранама  ЕПС‐а  и  извршена  је  обука 
инжењера  којима  су  издати  сертификати.  Софтвер  ПАК‐ФМ  је  расположив  за 
комерцијалну  употребу,  на  домаћем  и  страном  тржишту,  у  индустрији  и  на  техничким 
факултетима за потребе истраживања и едукације. 
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O)J)IYKOM HaCTaBHO-HaY'lHOr MaUHl.HCKOr y KparyjeBIJ,y 6p 01­

111128-14 o,n 22.04.2010. ro,nI-me HMeHOBamI CMO 3a peueH3eHTe npe,nnora TeXHH'lKOr 

"Co¢msep 3a paqYHcKY MexaHW<Y .IloMa"-llAK-<I>M 

MHpOCnaB )l{HBKoBHn, JOBH'lHn, MHnorn KojHn, 

CnaBKoBHn, HeHa,n fpyjoBHn, BynoBHn. OCHOBY npe,nJIOra OBor 

TeXHH'lKOr pernel:ba no,nHOCHMO cne,nenH 

H3BEllITAJ 

LJ'viJl.lvfl:>v "Co!fjmBep 3a pallYHcKY MexaHuKY .n.OMa"- .U.r1L<"'-'..,.,...l'" 

MHpocnaB fop,naHa JOBH'lHn, MHnorn KojHn, 


fpyjoBHn, CHe)KaHa BynoBHn, peanH30BaH 2005-2008 ro,nHHe, je Ha 10
f.'Yl!',uc)""CI 

CTpaHHIJ,a cpopMaTa A4, nHcaHHX 11 CPOHTOM, 1 npope,noM, Ca.nP)KH 8 cnHKa. 

"""_I-'.'-'HHA nOrnaBJba: 

1. OnHc npo6neMa KOjH ce p~LU"'L'" TeXHHLIKHM 

2. CTal:be perneHocTH npo6neMa y cBeTY npHKa3 H aHanH3a nocTOjefiHx 

pernel:ba 

3. TeXHWIKor pernel:ba 

)J,eTaJbaH onHC TeXHH'lKOr TeopHjcKe OCHOBe Kao H 

BepHcpHKaIJ,HOHH npHMep H 

5. J1HTepaTypa 

TeXHH'lKO npHna,na 06nacTH H 

Pa3BOj KOMnjYTepcKor CocpTBcpa (Knaca 

Hapy1mnau TCXHH'lKOr Jll EJIEKTPO-UPMBPE,IJ.A CPI>lIJE, peanH30BaHo 

je y OKBHPY pa,na He npojeKTY: Pa3Boj co!fjmBepa 3a npopallYH npeocma.n.02 

paOH02 seKa 00 .n.OMa OCHOBHe onpeMe mepMoo.n.OKOBa EllC-a MemOOaMa 

MexaHUKe .n.OMa, 2005-2007, 

Kao H MHHHCTapcTBo 3a HayKy Peny6J1HKe Cp6Hjc, y 

co!fjmsepa 3a aHa.n.u3Y llBpcmolie U npoqeHY paoH02 BeKa KOHcmpYKquje, 

TP6204, 2005-2007. 

'YIrOTX'''' Pa3Boj 

http:npeocma.n.02


OCHOBHe H.LJ:eje KaO H cy y 

qaCOnHCHMa H H3JIaraHH Ha np,ellJIO)J[(el1[Or TeXHHQKOr 

pemefba pearrH30BaHa je y JABHOM IIPE):{Y3EliY EJIEKTPO-IIPHBPEM CPGHJE 

MIUIIJbElbE 

Aymopu meXHUI.lK02 pemel-ba " Coffjmeep 3U pUifyHCKY MeXUHUKY .Il0MU" - IIAK-<I>M cy 

jacJio npUKa3aJlU, meopujcKU 06paoUllu U UJvtnneMeHmUpUJlU KOMnJlemHY cmpyKmypy 

meXHUI.lKOZ pemefba. 

Pa3eujeHu cocpmeep uanueaH Jia oeHoey emauoapoHUX U uoeujux 

CPOPMYJIUl/uja MexauuKe 1l0Ma, a y 

.. aymoMamU3al/uje npopul.lyuu npeocmaJlOZ paouoz 6eKa KoucmpyKl/uje 00 J70Ma, 

.. Bene nOY30auocmu mpa:JIceuux pe3Yllmama, 

.. yeol)efba ueoeempYKmu6UUX Memooa npOl/eue npeoemaJlOZ eeKa noeMampauux 

KOHcmpYKl/uja 00 JIOMa. 

Ha oel-way onuea meXUUI.lKOZ MOZY ce oOllemu clleoenu 

1. 	 Pa36ujellu eocpmeep llAK-(f;M y nopel)efby ca OpYZUM KOlwepl/ujaJlllUM 

cocpmaepwwa KOjU 6UllU oocmym-LU, UMa CllU'-IHe Mozynuoemu u oaje 

nOY30aue pe3Yllmame npu l-IYMepUliKUM npopaliyHUMa. ua2JlUcumu oa ey 

nopeo CmUl-lOapOllux Memooa y naKem llAK-(f;M yzpal)eue u 

caepeMeue Memooe npopal.lylw y o6llacmu MexaUUKe 1l0Ma, Kao mmo cy J-EJ(l1 

3a 3J( np06lleJvte. 

2. 	 Cocpmeep llAK-(f;M pa3eujau npeMa ymepl)eflOlw npOZpaMCKOM 3aoamKY, 

yceojeuoM fla ocuoay aUaJlU3e nompe6a Mozynuocmu opyzux 

KOMepl/ujaJl1tuX cocpmeepa, Kao U eKcnepmeKOZ 31tafba eeJ~UKOZ 6poja 

ucmpa:JICUealia KOjU cy YliecmeocpeaJlu y pa3eojy cocpmeepa. 

3. 	 Ynymcmeo je ypal)euo no y30py ua ynymcmea n03uamux npou3eol)a'ia 

KOMepl/ujaJluUX cocpmeepa, a Koja noopa3YMeeajy: meopujcKe nocmaeKe, 

ynymemaa 3a Kopumnefbe cocpmeepa, Kao u ynymcmea ca ypal)ellUM 

npUJvtepUMa. Tpe6a llaZllUcumu oa je y OK6Upy meopujcKux oeuoaa oam mupu 

npe2.lIeo meopuje, cu l/UlbeM oa KOPUCUUK JIUKme caellaoa cymmuuy pa3aujeuo2 

cocpmeepa u JWKUte za npUMefbyje. 



" 


4. 	 BefluKu 6poj peUleHux npuMepa pa3eujeHUM cocpmeepcKuM naKemOM flAK-FM 

U ynopebueafbe pe3Yflmama ca pe3YflmamUMa 006ujeHUM KopuUlnefbeM 

n03Hamux ceemCKUX cocpmeepcKux naKema, nOKa3yjy eeflUKe M02ynHocmu 

np02PaMa flAK-<[JM U nOY30aHocm fbe20ee npuMeHe y peUlaeafbY CflUl.il-lUX 

peaJlHUX np06fleMa. TaKobe pa3eujeHu cocpmeep oaje M02ynHocm HYMepUl.iK02 

npopal.iyHa napaMemapa MexaHUKe flOMa KOHKpemHUX KOHcmpYKl1uja mepMo­

6floKoea EflC-a, ca npCflUHaMa npou3eolbH02 06fluKa U eeflUI.iUHe, I.iUMe ce 

npeea3UJla3e 02paHUl.iefba anpoKcuMamueHux aHaJlUmUI.iKUX peUlefba 

npUMeHlbueux CaMO Ha jeoHocmaeHe 2eoMempujcKe 06fluKe. 

/{aKfle, "Cocjjmaep 3a pattYHcKY MexaHuKY JlOMa"- llAK-4>M UMa 3Hal.iajHo Mecmo 

Kao HeoecmpYKmueHa Memooofl02uja y al-laJlU3U uHme2pumema KOHcmpYKl1uja ca 

Yol.ieHuM uHul1ujaJlHUM npCflUHaMa. Ca 3aooeolbcmeoM npeOflaJICeMO oa ce 

"Cocjjmaep 3a palfYHcKy MexaHuKY .!lOMa "- IIAK-4>M npuxeamu Kao Hoeo meXHUI.iKO 

peUlefbe. 

17. 05.2010., YEeorpa.n:y 

,lJ.p AJ1eKcaJIJJ:ap Ce.n:MaK, pe.n:. rrpo<p. 

~tttte:~&~ 
,[{p ,lJ.parOCJ1aB IlJyMapau, pe.n:. rrpo<p. 



YHl1Bep3HTeT y KparyjeBUY 

MaWI1HCKI1 cpaKYJITeT Y KparyjeBUY 

£poj : TP-22/2010 
10.06.2010. rOnl1He 

KparyjeBau 

HaCTaBHO-HaY'-lHO Bene MaWI1HCKOr cllaKYJ1TeTa y Kparyjel3UY Ha CBOjOj ce.uHI1/lH 
o.u 10. 06. 2010. ro.um-le H8 OCHOBY '-IJ1CU18 200. CTaTYTa M8Wl1HCKOr cl)aI<ynTeT8. 
JJ.oHenoJe 

O)l,J1YKY 

YCBajajy ce n03l1Tl1BHe peueH3Hje TeXHl1'H<Or pewefba "CO(J>TBep 3a MeXaHI1KY 
JlOMa nAK-<I>M", ayTopa .ll.p MHpOCJlaBa JKHBKoBHl1a, .ll.p rOp)laHe JOBHlml1, 
.ll.p MHJlOma KojHfia, .ll.p Pa)lOBaHa CJlaBKOI3Hfia, .ll.p HeHa)la rpyjoBldia 11 
.ll.p CHeIKaHe BYJlOBHI1. 

PeweI-be npHfla.ua I<JlaCH M85, npeM3 KnacvICpl1KauHjH H3 rJpaBHJlIHf1<8 0 
nocTynr<y 11 Ha'-lI1HY I3pe.uHOBaI-b8, H Kl3aHTI1TaTI1BHOM I1CK3JHBaI-{)Y 
HaYYHOI1CTpmKHl3a'-lKI1X pe3YJI'raT8 HCTpmKHBaLla. ("CJr. IJl3CHI1I< PC", 6p. 
38/2008). 

PeueH3eHTl1 cy: 

I . 	 .ll.p AJleKCaH)lap Ce)lMaK, pe)l. npo(p., MamHHcKH (paKYJlTeT fieorpa)l, 

2. 	 .ll.p .ll.parOCJlaB WYMapau., pe)l. npo(p., rpaijeBHHcKH l!>aKYJlTeT 

Ileorpa)l 
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AYTopHMa 
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